1-Egyenletes mozgas

.1) Egyenletesen haladé aut6 figyelmes utasai 15 perc alatt 20 db km-kévet tudnak megszamolni az ablakon
kitekintve. (Az Gt mellett minden egész kilométert kével jeloltek meg.) Mekkora lehet a kocsi sebessége?

(76" < v < 84 km/h)
A megtett tavolsag nem ismert pontosan.

.2) Kati reggelente gyalog megy a 2 km-re 16v6 iskolaba és 24 perc alatt szokott odaérni. Tegnap reggel féldton
jutott eszébe, hogy otthon hagyta a tornazsakjat. Gyorsan rohant haza, otthon 5 percig keresgélt, majd az elébbi
sebességével rohant az iskolaba, igy éppen nem késett el.

o Mekkora volt a teljes elmozdulasa és megtett Gtja? (2 km, 4 km)

o Mennyi ideig és mekkora sebességgel szaladt hazaig? (140 s; 7,14 m/s)

o Rajzold meg a hely-id6 és sebesség id6 grafikonokat.

A hely-id6 grafikonon jol eligazodhatsz.

Mit jelent a grafikonon az, hogy azonos sebességgel rohant haza, majd az iskolaba?
A futassal toltott idok ardnya ismert.

.3) Mekkora a testek atlagsebessége a mozgés teljes idejére szamitva?
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(15 km/h, 4 km/h)

A gorbe letti teriilet az elmozdulast adja.

.4) .a) Egymastol 20 km tavolsagbol egyszerre indul két jarmi, egyikiik sebessége 11 m/s. Mekkora a masik
sebessége, ha szemben haladnak egymassal és 12 perc mulva talalkoznak? (60,4 km/h)

.b) Egy 90 km/h sebességli személyautdval egyiranyba, a vele parhuzamos vastutvonalon 54 km/h sebességii vonat
halad. A vonat kezdetben 2 km-rel jar az auto el6tt.

o Mennyi id6 alatt és mekkora titon éri utol az aut6 a vonatot? (200 s, 5 km)

o Abrazoljuk az hely-idé grafikonokat kozos koordinata rendszerben!

Rdgzitsiik a koordinata rendszeriinket az autora vagy vonatra, hogy a relativ sebességet hasznalhassuk.

.5) Egy 340 m hosszUsagu tehervonat 17 s alatt halad el egy sinek mentén allé fa mellett. Mennyi ideig tart, amig
teljesen athalad a 250 m hosszl hidon? (29,5 s)

Mekkora a vonat sebessége,
Mekkora tavolsagot tesz meg, amig teljesen athalad a hidon?

.6) A 22 m széles Uttest kozepén 2 m/s sebességgel halad egy 5 m hosszd, 2 m széles autd. A jardarol akkor
Iéplink le, amikor a kocsi eleje a legkdzelebb van hozzank. Mekkora sebességgel haladhatunk a jardara
mer6legesen, hogy megallas nélkiil kelhessunk at az Uttesten? (legfeljebb 4 m/s)



Mennyi 1d6 alatt halad el eléttiink az auto?
Ennél kevesebb id6 alatt még ne érjiink oda!

.7) Mekkora tavolsagot tesz meg a vonat, ha a kozbiils6 allomasokon dsszesen 1 6rét &ll, a szomszéd allomésok
kozott 50 km/h sebességgel halad, és a végallomasok kozotti atlagsebessége 40 km/h? (200 km)

Jeldld a tavolsagot ismeretlennel, és ird fel az egyenletet, melyet az atlagsebesség definicidja kdvetel.

.8) Egy test s1 utat vi sebességgel, ezt kovetden s, utat v, sebességgel tesz meg.

o Mekkora az atlagsebessége, ha a test a test egy szakaszon oda-vissza mozog, azaz S; =s;?
(v1€s v2 harmonikus kdzepe: v=2viVa/(V1+V2))

o *Minek kell teljestlnie, hogy az atlagsebesség a sebességek szamtani kdzepe (atlaga) legyen?
(azonos ideig kell haladnia vy és v, sebességgel)

Az atlagsebesseg definicidjat hasznald.
A masodik kérdesnél algebrai atalakitasokra is sziikség van.

.9) Egy gépkocsi eldszor 3 oraig 80 km/h sebességgel, azutan 2 6raig 50 km/h sebességgel haladt ellentétes
iranyba.

o Hol van az induléstol szamitott 4 6ra malva? (190 km)

o Mikor van az indulastdl szamitott 170 km tavolsagra? (127,5 percill. 4,4 h)

o Rajzold le az hely-id6, sebesség-id6 és ut-id6 grafikonok.

o A hely-idé grafikon segit. Mennyi id6 telt el a 2. szakaszbol?
o A 170 km tavoli pontban kétszer is van.

.10) Egy gépkocsivezetonek 100 km-t kellene megtennie 1 6ra 20 perc alatt. El is indul, de 25 perc utdn meg kell
fordulnia egy elveszett csomag miatt, majd 5 percig megy visszafelé valtozatlan nagysagu sebességgel, és
megtalalja a csomagot. Mekkora legyen ezutan a sebessége, hogy idore érkezzen? (A megfordulasok ideje

elhanyagolhatd.) (90 km/h)

Mikor és hol van akkor, amikor a csomagot megtalalja?

.11) Gépkocsival adott id6pontra kell érkezniink egy varosba. 64 km/h atlagsebességgel egyenletesen haladva
pontosan érkeznénk. Az ut negyed részénél vessziik észre, hogy a rendelkezésre alld id6 harmada mar eltelt.
Mekkora sebességgel kell ezutan haladnunk, hogy id6re odaérjiink? (72 km/h)

Az terv szerinti ut hanyad részét, a terv szerinti id6 hanyad része alatt kell még megtenni?

.12) Egy kerékparos dimbes-dombos vidéken halad A-b6l B-be, melyek kdz6tt nincsen vizszintes Utszakasz. A
lejtékon 32 km/h, az emelked6kon 8 km/h a sebessége. Mekkora az atlagsebessége az oda-vissza Utra szamitva?
(12,8 km/h)

Ami oda emelkedo, az visszafele lejtd, és forditva.

.13) Két szomszédos falu kozétt az Gt dimbes-dombos. A helyenként talélhato vizszintes szakaszok dsszes hossza

a teljes tavolsag harmada. Tibor, aki lejton 27 km/h, emelked6n 9 km/h és vizszintesen 18 km/h sebességgel tud

biciklizni, egyik napon a két falu kozotti utat oda és vissza pihenés nélkil tette meg.

o Mekkora volt az atlagsebessége? (14,73 km/h)

o Mekkoranak kellene lennie a vizszintes szakasz hosszanak, hogy az atlagsebesség 16 km/h legyen? (5/8-ad
rész)

o Ami oda emelkedd, az visszafele lejtd, és forditva. Jelold s1, So, Ss-mal az egyik irdnyl mozgas soran az
emekedod, vizszintes és lejtds szakaszok 6sszhosszat, majd alkalmazd az atlagsebesség képletét.
o Jeldld p paraméterrel a keresett hanyadot, ird fel ezzel az atlagsebességet, majd oldd meg az ad6do egyenletet.

.14) Egy vonat 108 km/h sebességgel halad egy hosszu fallal pArhuzamosan. Egy utas elsiit egy pisztolyt és a
visszhangot 2 s mulva hallja meg. A hang sebessége 340 m/s. Milyen tavol van a fal a sint61? (338,7 m)



A rajzodon vizsgald meg a hang és a vonat Gtjat. Azok felét hozd kapcsolatba a fal tavolsagaval.

.15) Allandé sebességgel halado vasiti szerelvény mellett egy motorkerékparos 12 s alatt ér a vonat elejétol a
végéig, ellentétes irdnyban 48 s alatt halad el a vonat mellett. Mekkora a vonat hossza és sebessége, ha a motoros
sebessége 60 km/h? (36 km/h, 320 m)

Rogzitsd a koordinata rendszeredet az egyik szereplére, és abban latszo relativ sebességeket vizsgald. A relativ
elmozdulésok azonosak.

.16) Lefelé haladé mozgolépesén lefelé sétalva, 1 perc alatt ériink le. Kétszer nagyobb relativ sebesség esetén 45
s elég, hogy leérjiink. Mennyi id6 alatt lehet leérni a 1épcs6n allva? (90 s)

Most a foldhoz rogzitett koordinata rendszerbdl szemlélddj. Ebben az elmozdulasok azonosak mindhdrom
esetben.

.17) Egy foly6 szélessége 200 m, sebessége 7,2 km/h. Rajta egy csonak halad, a vizhez viszonyitott 3 m/s
sebességgel.

Az alabbi esetekben hatarozzuk meg, hogy milyen iranyba kell eveznie az atkel6 csonaknak, mennyi id6 alatt ér
at, és hol kot ki a talso parton, ha...

a) ...alehetd legrovidebb id6 alatt szeretne atérni, (partra merdlegesen; 66,67 s milva; 133,3 m-rel lejjebb)
b) ...a legrévidebb Gton szeretne atjutni, (a folyasirannyal 131,8°-0s széget bezaréan; 89,44 s; szemben kot ki)
c) ...a parthoz képest a legkisebb nagysagu sebességgel szeretne atérni? (ez lehetetlen)

d) Hol ér partot, ha a folyasiranyhoz képest 120°-0s sz6gben evez? (38,49 m-rel lejjebb, 76,98 s mulva)

e) A tllsé part barmelyik pontjat elérheti-e megfelel6 evezéssel? (igen)

f) Szamitsuk ki a fenti esetekben a cs6nak parthoz viszonyitott sebességét! (3,606m/s; 2,236m/s; - ; 2,645m/s)

A csonak parthoz viszonyitott sebességvektorat (Vesp)) a csonak vizhez képesti (Vesv)) €s a viz parthoz kepesti (Vu())
sebesség-vektorainak dsszege adja.

a) Vesp)-Nek most a lehetd legnagyobb vetiiletet kell adnia a folydra merélegesen.

b) Ves(p) most merdleges a partra.

C) Vesp) hosszéra a haromszdg-egyenldtlenség also korlatot ad, de az nem elérhetd.

d) Vesp) komponenseit kilon kell szamolni. Segit a szabalyos haromszdg fele!

e) Vesp iranya dofi ki a tulsé partbol a kikétés helyét.

f) Pitagorasz-tétel.

.18) Egy motorcsonak sebessége &llévizben négyszerese a folyo sebességének. A csonak a szemkozti kikotébe
egyenes palyan 1 perc alatt szokott atérni. Legutobb a motorja elromlott, mar nem huzott Ggy mint eddig, ezért az
Ut 4 percig tartott. Hanyad részére csokkent a csdnak alldvizbeli sebessége az eredetihez képest? (34,8%-ara)

A Ves(p) iranyat a ,,szemkozti kikot6” feltétel hatdrozza meg, nagysagat a Pitagorasz-tétel.
Az két evezési id6 aranya pedig a Ves(p) Vektorok aranyaval kapcsolatos, a folyo sebessége nem valtozik.

.19) Az esécseppek fiigg6leges iranyban, 6 m/s-0s sebességgel esnek, és a vonatablakon a vizszintessel 30°-0s
szOget bezard csikokat hliznak. Mekkora sebességgel megy a vonat? (10,39 m/s)

Az es6 vonathoz képesti sebességvektora a talajhoz képesti sebességvektorokbol adodik: Vew) = Vet Vi) =
Ve(t)= Vv(b).

.20) Egy agyu elsiitése miatt keletkezo fényfelvillanas és agyudorej észlelése kozott az agyu felél8 km/h
sebességgel mozgd kerékparos 40 m-t tesz meg. A hangsebesség 330 m/s. Az elsiités pillanataban milyen messze
volt a kerékparos az agyatol? (2680 m)

Rajzolj!
A fény azonnal ott van, a hang csak késdbb ér oda a kerékparoshoz.
A kerékparos mozgasanak ideje megegyezik a (szembe jov6) hang idejével.



.21) Nyilt, egyenes péalyan egyenletesen haladé vasuti kocsinak a sinekkel parhuzamos oldalait a sinekre
merdleges iranybol érkez6 16vedék iiti at. A kimeneti nyilas a bemeneti nyilashoz képest —vizszintes irdnyban — 5
cm-rel van eltolddva. A kocsi szélessége 5 m, sebessége 54 km/h. Mekkora a lovedék sebessége? (1500 m/s)

A be- és kimeneti nyilas eltolédasnak oka, hogy amig a 16vedék atér, addig a vonat elére megy. Kozben az idok
azonosak.

Kevésbé unalmas feladatok?

.22) *[Polya Gyorgy feladata]: Két varos kozott a diakok kerékparturat szerveztek. Az emelkedén 12 km/h, a
lejtén 24 km/h, vizszintesen pedig 16 km/h sebességgel haladva, az oda-vissza utat pihenés nélkil 6 h alatt tették
meg.
o Milyen messze van egymastol a két varos? (48 km)
o A fenti feladat nem oldhat6 meg barmely harom sebességadattal. Milyen kapcsolatnak kell lennie a
megadott harom sebesség kozott, hogy a faladat megoldhaté legyen? (a vizszintesen mért sebesség a
masik ketté6 harmonikus kozepe legyen)

o Ami odafelé lejtd, az visszafelé emelkedd. Az atlagsebesség definiciojat kell hasznalni.
o Paraméteresen szamolva adddik a valasz.

.23) * Okor haz egy hossz fatérzset. Szeretnénk tudni a fatdrzs hosszat, de az 6kér nem akar megallni.
Menetiranyban elhaladva a fatérzs mellett 15-6t 1épiink, majd vele ellentétesen haladva 10-et. Lépéseink mind
egyenl6 hosszuak voltak és mindkettonk sebessége allando.
o Hany lépés a fatdrzs hossza? (12 1épés)
o Hogyan fejezhet6 ki a ronk valodi hossza, ha a kétirany( lépéshosszak a és b? (a és b harmonikus
kozepe)

A sebességlink és a 1épéshosszunk allandosagabdl adodik, hogy minden 1épésiink megtételéhez ugyanannyi idére
van sziikség: t. Az ember sebessége v, az 6koré u legyen a talajhoz képest. A ronk hossza h.

A talajhoz képest vizsgalodva:
Egyenletrendszer adodik a két mozgasra (rajzolj!):
egyiranyba (15t)v = (15¢t)u + h,
ellentétes iranyba h = (10t)v + (10t)
Kiejtve h-t, v=5u adodik. Ezért pl. a 2. egyenletbdl: h=(12t)v, azaz a v sebességli ember ezt 12t id6 alatt, 12
Iépéssel teszi meg.

Relativ mozgast vizsgalva:
A relativ elmozdulasok azonosak. igy S % Ebbdl v=5u.

Most - ugyanugy a relativ mozgast vizsgalva - hasonlitsuk az allé fatérzs melletti — feltételezett - elhaladast pl. a
szemben haladassal: % = % ha az allé fatorzs mellett | 1épéssel haladunk el.

v—-u

.24) *Egy halész lefelé evez a folydn. A hid alatt 4thaladva csaklyaja a vizbe esik, de ezt csak fél 6ra milva veszi
észre. Azonnal visszafordul és a cséklyat a hidtol 5 km-rel lejjebb talélja meg.
o Mekkora folyo sebessége, ha a halasz felfel¢ ¢és lefelé is ugyanakkora erdvel evez (a vizhez képest)?
(1,389 m/s)
o Milenne a vélasz, ha a hal&sz a folyon felfelé evezve ejtette volna el a csaklyat (a tébbi adat ugyanaz)?
(5 km/h)

Otletl:

A parthoz rogzitett koordinata-rendszerben megoldhat6 a feladat: Készitsiink rajzot a vizbeeséskor és a
visszafordulas pillanataban.

Ha v az ember vizhez képesti, u pedig a viz parthoz képesti sebességének nagysaga, akkor a visszafordulasig a
csaklyaja a hidtol 0,5h*u-val tavolodott, mig az ember a csaklyatdl tovabbi 0,5h*v-vel.

Visszafordulas utan ez utébbi tavolsagot szemben haladva teszi meg a csaklya és az ember, akiknek a parthoz
képest ugyan u és v-u a sebessége, de a relativ sebességiik a szemben haladas miatti 6sszeadddas miatt éppen v.
Tehét a talalkozésig szintén 0,5 ora telik el, mialatt a csaklya tovabbi 0,5 h*u-t haladt el6re a parthoz képest.



(Nagy"hatlet2:
Rogzitslik a koordinata rendszert a folyo vizének sebességével utazo cséklyahoz! Ebben a halasz visszafordulés
el6tt és utan azonos ideig mozog. Mennyit halad ezalatt a hid?

Ha a halasz felfelé evezve vesztené el a csdklyat a hid alatt, akkor a fenti koordinata-rendszerben a halész
ellentétes iranyban mozog, de a hid ugyanagy.

.25) *Egy széles folyon északi iranyba, a parthoz képest 4 m/s sebességgel halad egy hajo. A hajo a vizhez képest

2+/3 m/s=3,464 m/s sebességgel halad. A viz sebessége a parthoz képest 2 mys.
o Milyen iranyba folyik a folyé és milyen iranyba halad a hajo a vizhez képest? (60° és 30° az északi
irdnyhoz képest, csak ellentétes oldalon)
o Miavalasz, ha az adatok rendre 5 m/s, 6 m/s, 4 m/s? (A sz0geket szerkesztéssel hatarozhatod meg.)
(82,8°, 41,4°)

Hasznaljuk a sebességosszeadasi szabalyt: Vip) = Vi)t Vu().
Ismerjlk fel a harom vektor hossza alapjan az altaluk alkotott haromszdg -szdgeit is megadd-specialitasat.
Altalanos esetben a haromszog szerkeszthetd, szogei mérhetéek.

.26) **A 200 m széles foly6n a csénak sebessége a vizhez képest 1 m/s, mig a foly6 sebessége a parthoz képest 2
m/s. A csonak a legrévidebb Gton szeretne athaladni a folyon. Hol fog kikétni a talsé parton? (346,4 m-rel lejebb)

A csonak a vizhez képesti sebességvektoranak irdnyat tetszélegesen valaszthatja. Rajzoljuk fel a csénak Osszes
lehetséges sebessegvektorat (elébb a vizhez képest, majd a parthoz képest).

Ezek kozll azt a sebessegvektort keressuk, amely legnagyobb szdget zar be a parttal.

A rajzon keressik a szabalyos haromszog felét.

.27) *Egy foly6 szélessége 200 m, de a viz sebessége a parttol mért tavolsaggal aranyosan novekszik a part
mentén mért 0 m/s-rél a foly6 k6zepén mért 5 m/s-ra. Az indulas helyéhez képest hol kot ki a tulsé parton az a
csonak, melynek a vizhez viszonyitott sebessége mindvégig merdleges a folyas iranyara, és nagysaga 8 m/s? (62,5
m-rel lejjebb)

A valtozo vizsebesség ugy kezelhetd, hogy gondolatban a parttal pArhuzamos, azonos szélességli savokra osztjuk
a vizet, és egy-egy sav belsejében a vizsebességet azonosnak tekintjik.

Mivel az evezés sebessége allandd, minden sav belsejében ugyanannyi idét tolt el a csénak, igy a viznek a
sebességfuggvénye (a lefelé sodrodasé) nem csak a parttél mért tavolsagtol fuigg linearisan, hanem az elindulastol
szamitott id6tdl is. Emiatt szamolhatunk atlagos sodrédasi sebességet, (5+0)/2= 2,5 m/s-ot. Ezzel sodrédik lefelé
egészen addig, amig at nem ér, dsszesen 200/8= 25 s ideig.

(\Valdjaban intergalszamitas tortént: Ha a folyd sebessége kdzépen u, akkor a parttél mért x tavolsagban a sodrdasi
sebesség az egyenes arany miatt: vs(X)=u*x/(d/2).

A v sebességil evezés soran a parttol X tavolsagra 1évo Ax széles savban eltolt At= Ax/v id6t, ami alatt a savon
athaladva lefelé sodrodik Ah=At*vs= u/v*2/d*x*Ax = 0,00625/m *x*Ax. Ennek ¢sszegzése az indulastol a folyo

. /2 . P R A , . , . .
kozepéig az fo / 0,00625/m - xdx integral kiszamitasat jelenti, aminek szemléletes jelentése a gorbe alatti
haromszogteriilet kiszamitasa. igy az integralas helyett egyszer(i teriiletszamitast végezhetd.)

.28) *Egyenes palyan - kézvetleniil a palya mellett &ll6 — érhaz felé mozdony kozelit v=00 km/h sebességgel és 6
s idOn keresztiil sipjelet ad. A hang sebessége a levegdben 330 mv/s attol fliggetleniil, hogy a hangforras hogyan
mozog.

o Mennyi ideig hallja a sipjelet az érhaznal 416 6r? Es ha a mozdony tavolodik? (5,55; 6,45 s)

o Oldjuk meg a feladatot altalanosan is! [kozeledéskor t’=t(1-v/c), tavolodaskor t’=t(1+v/c)]

A hang a levegéhoz képes halad a megadott sebessége, azt a forrds mozgasa nem befolyasolja.

A forrds mozgasa a kibocsajtott hulldmvonulat teljes hosszat befolyasolja: Ha a forras allna, akkor a hullamvonulat
végének kibocsatasakor az eleje mar c*6s tavolsagban lenne, igy teljes hossza c*6s lenne.

A kozeledd vonat esetén a vég kibocsatasakor az eleje most is ugyanott van (hangsebesség nem fligg a forrastol!),
de a hullamvonulat vége a vonat sebessége miatt v*6s-mal kozeledett az eleje felé, igy a vonulat hossza most
(c-v)*6s lesz. Ez a hullamvonulat ¢ sebességgel robog at az allomason, az 6r mellett, éppen (1-v/c)*6s id6 alatt.




(Mivel ugyanannyi hullamhegy kevesebb id6 alatt halad el az 6r mellett, ezért a hangot nagyobb frekvencidjinak,
magasabbnak érzékeli, mintha azt all6 vonat bocsatotta volna ki. Ez a Doppler-effektus)

.29) *A goézkalapacs percenként n=30 {itést tesz.
o Milyen id6k6zonként €s percenként hany titést hall az a megfigyeld, aki a kalapacstol v= 10 m/s
sebességgel tavolodik, illetve hozza kozeledik? (tavolodva 29,09 Utés, 2,0625 s-onként, ill. kdzeledve
30,91 tés, 1,941 s-onként)
o Oldjuk meg altalanosan is! [tavolodva n’=n(1-v/c), kozeledve n’=n(1+v/c)]

Ha az titések t idétartamonként kdvetik egymast, akkor két egymast kdvetd iités hangjai egymastol c*t tavolsagra, c
sebességgel haladnak a megfigyeld felé.

A megfigyeld azonban c+v relativ sebességet érzékel kozeledés esetén. igy c*t relativ elmozdulashoz tartozo t’=
c*t/(ctv) idot érzékel a két iités kozatt.

n=1 perc/t, illetve n’=1 perc/ t’.

.30) *Két kerékparos egymas felé halad 10 km/h sebességgel. Amikor egyméstdl 20 km-re vannak, egy légy az
els6 orrardl elindulva a masodik orraig repiil, az ithoz viszonyitott 15 km/h sebességgel. Ott azonnal visszafordul
¢s ugyanazon sebességgel repiil az elsé orraig, ott azonnal visszafordul,...stb.. Mindezt a kerékparosok
talalkozasaig folytatja. Mekkora utat tesz meg a légy ¢sszesen? (15 km)

Ne prébaljuk a Iégy altal megtett szakaszokat egyenként kiszamolni, és 6sszegezni, mert végtelen mértani sort
kapunk.
Ehelyett arra gondoljunk, mennyi ideig repil a légy.

.31) *Két repiil6gép azonos magassagban, egymasra merdlegesen halad palyaik metszéspontja felé, amelytdl egy
adott pillanatban 3 km és 2,5 km tavolsagra vannak, sebességeik allandéak, rendre 800 km/h és 600 km/h. Mikor
lesznek egymashoz legkdzelebb, és mekkora ez a tavolsag? (14,04 s, 200 m)

A gépeknek a palyak metszéspontjatol szamitott tavolsagainak az idofiiggése felirhato.
Ebbdl a gépek tavolsagainak négyzete Pitagorasz- tétellel szamolhatd. Ezt a fuggvényt kell minimalizalni.
A fliggvény masodfoku, a minimum meghatarozasaban segit a teljes négyzetté alakitas.

.32) *Az egyenes orszaguttol 50 m tavolsagra egy ember all. Az uton, t6le 200 m tavolsagra egy 36 km/h
sebességii autot 1at kozeledni.
o Milyen irdnyba kell szaladnia, hogy az autét elérje, ha futasi sebessége 3 m/s? (Az egyenes legk6zelebbi
pontjanak irdnyahoz képest 19,08° —kal az aut6 elé, avagy 50,09° —kal uténa)
o Mekkora a legkisebb sebesség, amivel még elérheti az aut6t? (2,5 m/s)

Jel6lje az utnak az emberhez legkozelebbi pontjat K. Az embernek nem a K pont kell futnia!

Jel6lje a K ponttol az autd felé felvett talalkozasi pontot T, az aut6 eredeti helyét A. Legyen KT=x.

Olyan egyenletet kell felirni mely kifejezi, hogy ugyanakkor érnek a T pontba. Ez egy gyokds egyenlet lesz,
melyet négyzetre emelve masodfoku egyenlet adodik. Az egyik megoldas azt fejezi ki, hogy a T talalkozasi pont a
KA szakaszon van, a masik azt, hogy T lehet az egyenesen az A ponttél tavolabb is. (x=17,29 miill. -55,60 m)

A masodik kérdésre ugyanezen gondolatmenettel, csak paraméteresen szamolva kaphatunk valaszt. A masodfokd
egyenlet diszkriminansanak nemnegativnak kell lennie. Most sem K pont felé kell futni.

.33) *Két, kezdethen azonos sebességgel halado golyo gurul végig a két palyan. Melyik ér elébb a végére? (az
also)

A golyd sebessége a dombon kisebb (a volgyben nagyobb) mint a JL
vizszintes szakaszokon. Q

A dombon tolt6tt id6 tobb (a volgyben toltott kevesebb) annal az idénél,

mint ami alatt a gorbe szakasz hosszat megtenné a golyo6 a vizszintes Q

mozgas sebességével. T
fgy a felsé golyé kevesebb (az alsé pedig tobb) id6 alatt ér a palya

végére, mintha teljes Gtjat (minkét golyénal ugyanaz!) a

kezdésebességével tenné meg.



.34) *Egy auto szélvédo livege a vizszintessel 50 fokos szoget zar be. Megfigyeltiik, hogy 80 km/h sebesség alatt
a fliggbleges iranyba eso esdcseppek ,,lefelé” folynak az ablakon, ezen sebesség f6lott pedig az es6cseppek
,felfelé” csusznak le a sz&lvédorol.

o Mekkora a fiiggblegesen esé cseppek sebessége? (67,1 km/h)

o Ha hianyozna az autobol a szélvédo, akkor egy adott tavolsag megtétele soran nagyobb vagy kisebb
sebességgel érdemes menni, hogy az autéba minél kevesebb viz keruljon?  (Mit gondolsz, miel 6tt
kiszdmolnad?) (gyorsan)

o Hogyan kell haladni akkor, ha a jarmii (hianyz6) szélvéddje fiiggbleges, akar egy buszé? (mindegy)

o Hogyan kell haladni akkor, ha a jarmii (hianyz6) szélvédéje ¢= 30°-kal ,,elére” dil, akar egy kombajné?
(legfeljebb 38,8 km/h)

o Az esOnek a szélvéd6hoz képesti sebességvektora donti el, hogy merre felé cstisznak az esécseppek a
sz€élvédon. Ennek szélvédére merdleges komponense ,,eltiinik” a becsapodaskor, a parhuzamos
komponens megmarad, a sofor szamara ezzel latszik mozogni az es6 a szélvédon.

o Készitsunk egy pillanatfelvételt az autd
indulasakor, és jel6ljik meg a térben azokat az
esOcseppeket, melyek az autdo mozgasa sordn majd
az autdba esnek a hidnyzo sz&lvédon keresztiil!

Az abran az auto hidnyzo szélvéddje indulaskor AB,

az auté A-t6l D’ pontig halad.

t 1d6 alatt az auto Vapt, utat, mig az esd Vet utat tesz

meg, igy az autd szélvéddjének A pontjan t idé mulva

éppen az az esOcsepp halad at, ami a pillanatfelvételen

a P pontban volt.

A mozgas soran az autoba bees6 esOcseppek az eredeti

felvételen ABCD paralelogrammaban vannak. Ennek

tertiletét kell minimalizalni DAD’ szog alkalmas

megvalasztasaval.

AMB haromszoget levagva és DNC haromszoget
hozzatéve, ADNM paralelogramma adodik.
Ennek magassaga alland6 (AD”), igy teriiletének minimalizalasa az AM alapjanak minimalizalasat jelenti.
Minimalis AM nem létezik, de annak legkisebb alsé korlatja AM’, melyet annal jobban megkozelitiink, minél
kisebb BM’M szog, azaz PAP’ szdg, azaz az autdval minél gyorsabban kell menni, hogy a bees es6
mennyisége minél kevesebbel haladja meg az AD’N’M’ téglalapban 1év6 esé mennyiségét.

o A fenti gondolatmenet kissé egyszertsitve itt is mikodik.
M=M’= B lesz. A bees6 esé mennyisége a sebességtol nem fiigg.

o Hajoljon elére a szélvédo ¢ szoggel!
Ha a kombajn sebessége elég nagy, azaz PAP’ sz0g < 90°-¢, akkor az es6
beesik, ha a kombajn sebessége eléqg Kicsi, azaz PAP’ szog >= 90°-¢, akkor
a szélvédéhoz képest PA vektor iranyabdl érkezd esd egyaltalan nem esik be
a jarmiibe.
A jarmii teljesen sz&raz marad, ha legfeljebb ven*tg ¢ sebességgel halad.

Vesa®t

A Vae™tTp

.35) Anna és Béla a kovetkezo jatékot jatszak: kezdetben Anna egy kor alaku toban Uszik, Béla pedig a parton
all. Béla szeretné elkapni Annat, de Béla Uszni nem tud. Anna a vizben legfeljebb v sebességgel tud Uszni, a
szarazfoldon azonban gyorsabban szalad Bélanal. Béla sebessege a szarazfoldon kv (k>1). Anna nyer, ha a tavat
elhagyva el tud szaladni Béla el6l, Béla nyer, ha el tudja kapni Annat. Anna nem maradhat 6rokke a téban.

Vizsgaljuk meg, kinek van nyerd stratégiaja k alabbi értékei mellett. Azaz adott k esetén mondjuk meg,
melyikiik tud biztosan nyerni, a masikuk igyekezete ellenére is. Adjuk meg azt is, mit kell ehhez tennie (mi a
gyOztes stratégia)!

.a) k=157 (A)

.b) k=3? (A)

.C) *k=4? (A)

.d) **k=9? (B)



Béla Annat csak Anna partot érési helyén tudja elkapni, ugyanis Anna a parton mar el tud szaladni Béla eldl.
Ezért Bélanak elég csak a t6 keruletén szaladgalni.
.a) k=1,5. Usszon Anna nagyon kozel egy toparti ponthoz. Ha ekkor B éppen akkor nincsen ott, akkor szaladjon
el. Ha B akkor éppen ott van, akkor innent6l Gisszon Anna teljes sebességgel az atmérdé mentén a to szemkozti
pontjahoz és ott kimaszva szaladjon el. Annanak 2r, Bélanak rrr tdvolsagot kell megtennie a szemkdzti pontig,
ami 2= illetve ==, Es 2 < -,

v 1,5v 1,5
.b) k=3. Usszon Anna a t6 kozepére, nézze meg, milyen iranyban latszik Béla, majd tsszon teljes sebességgel
ezen irdnnyal ellentétesen, sugar mentén a topartra. Annanak r, Bélanak minimum rrr tdvolsagot kell megtennie a
szemkozti pontig, ami = illetve %% Esl< g
.C) k=4. Anna tavolodjon a kdzépponttol r/k=r/4 (biztonsagi) tavolsagra. Tavolodasa soran mindig Ggy
helyezkedjen el, hogy Bélat folyton a kdzéppont irdnyéaba lassa. Ezt megteheti, hiszen Béla k=4-szeres sebessége
miatt Anna legfeljebb negyedakkora sugart koron mindig el tudja forditani a hozza vezetd sugarat akkora
szoggel, amekkoraval B forditja az 6hozza vezetd sugarat. (Ha Anna nagyobb tavosagra lenne a k6zépponttol, ezt
a helyzetet mar nem tudné biztositani).
A biztonsagi kort elérve, isszon Béla akkori latoiranyaval ellentétes iranyba, sugar mentén.
Annanak 3/4r, Bélanak minimum mr tavolségot kell megtennie a szemkézti pontig, ami %% illetve %% Es% <=

(M].: Ha Anna a biztonsagi z6nan kivul nem sugériranyba, hanem Béla (mozgasat figyelve) mindenkori
latoiranyaval ellentétesen Uszna, akkor még inkdbb megmenekiilne, avagy: még akkor is megmenekilhetne, ha k
kicsivel tobb 4-nél. Ez esetben Anna palyaja ,,spiralvonal” lenne.)

.d) k=9. Erezhetd, hogy ha Béla nagyon gyors, akkor elkaphatja Annat, hiszen elég révid id6 alatt barmelyik
toparti pontot elérheti. Mit csinalnal Béla helyében?

Az abra szerinti ACB konvex ¢ szdget kellene egyre kisebbé tenni, mert ha nagysaga 0° lesz és Anna éppen a
toparton van, akkor Béla elkapta.

A ,,biztonsagi zoénan (r/9 sugari korén) kiviil mozgo Anna esetén Béla
gyorsabban tudja valtoztatni a hozza vezet6 sugar szo6gét mint Anna
(hiszen Béla sebessége 9-szer nagyobb, ezért e szdget Béla csokkenteni
tudja.

Csakhogy elég gyorsan le tudja-e Béla a sz6get 0-ra csokkenteni, még
azel6tt, hogy Anna partot ér?

Osszuk fel a biztonsagi zonan kiviili korgytrit (nagyon Kicsi) Ax
vastagsagu korgytiriikre. Az abra az x tavolsagban 1évé, Ax széles :
korgytiriit mutatja. Sok ilyen gyiirii van, ezek mindegyikén beliilrél kifelé B
at kell haladni a kijutasig. (Haladhat néha egy gyirin kiviilrél befelé is, de ezzel csak id6t veszit.). Megmutatjuk,
hogy csupan azon mozgasszakaszok alatt, amig Anna az emlitett korgyiirik mindegyikén beliilrél kifelé
végighalad, elegendé idé all B rendelkezésére, hogy az emlitett szoget 0°-ra csokkentse Anna igyekezete
ellenére is.

Anna szabadon megvalaszthatja a korgy(lrtin beliili sebességének iranyat, de sem a radialis, sema ra
merdleges érintdiranyu sebesség-komponenese sem lehet v-nél nagyobb. (ui. ezek ereddje is legfeljebb v.)

Anna At idé6 alatt érintdiranyba legfeljebb vAt ivet mozdulhat el, amivel az ¢ sz6g megndvelheti, de legfeljebb
csak UTM ivmértékkel. B pedig minden erejével igyekszik ezt csokkenteni és biztosan csokkenteni tudja ez id6 alatt

VAt vAt _ vAt

9vAt/r-rel. Igy ezen At idé alatt a szog legalabb = (9 - :—C) pozitiv ivmértékkel csékken (ui. x>r/9).

Mekkora lehet At? Legalabb Ax/v-nek kell lennie (ha éppen sugariranyban haladna), vagy ennél tébbnek.
1 . . B 2 vAx r _A_x _ry_9 _ 1
gy aﬂ¢ sz0g csokkenése At id6 alatt Iegalabp — (9 - ;) = (9 x) = Ax_ xAx.

Osszegezziik ezt a mozgas azon részleteire, melyek soran Anna e savokon kifelé athalad az x=r/9-es

biztonsagi tavolsaghol a partot érésnek megfelelé x=r tavolsagig.

Az el6 tagok Osszege éppen ;gr = 8 radian.



A masodik tagok dsszegének szemléletes jelentése van: Y. 5—). /giAx
éppen az f(x)= 1/x fuggvény és az x-tengely kdzotti sikidom
terliletének felel meg (téglalappdsszeggel kozelitve azt). E terliletet
feliilir6l becstlhetjuk (pontosan csak integralszamitassal lenne 9
szamolhat0), az 6t tartalmazd trapéz nala nagyobb teriiletével:

9 1

h A=A

x=r L1 _rr.8.  _ 32 y
x=r/9 7 A% = U < Terape, =5+ 51 = - radian.

Igy tehat a ¢ sz6g csokkenése legalabb 8-32/9=40/9 radian= 254°.

Mivel eredetileg a ¢ sz0g kezdetben (amikor kijott a biztonsagi 1
z6nabal) legfeljebb 180° volt, a mozgas soran azt Béla biztosan 0°-

ra tudja csokkenteni (még a partot érés eldtt).

Béla stratégiaja tehat:
e Tilrelemmel — akar &llva - varni, amig Anna eléri a biztonsagi zonat, illetve ha kés6bb ismét visszatszik
ide.
e A biztonsagi zonan kivili Anna esetén - barmit is tesz— mindig a ¢ sz6g csokkentlésére kell térekednie a
to keruiletén vald futassal.
e Mikor Anna partot ér, el kell kapni.
Ezzel Béla mindig nyerhet, amikor Anna hajlandé kijonni.

Mj.: A stratégia leirasakor tobb durva kozelitést vegeztiink. Megmutathatd, hogy a jaték gy6ztesét meghatarozo
kritikus k érték 4,6033. Legalabb ekkora k érték esetén Béla nyer a most mutatott stratégiaval, mig kisebb k érték
esetén Anna nyer a .c) pont megjegyzésében emlitett stratégiajaval.

.36) **Hérom csiga egy 60 cm oldalhosszl szabélyos haromszog cstcsaibél indulva kezdenek mozogni.
Mindegyikik a neki jobb keze (szarva) felé es6 csiga felé mozog minden pillanatban. Sebességiik 8 cm/perc.
o Hol taldlkoznak? (a haromszdg kézéppontjaban)
o Mikor talalkoznak? (5 perc)
o Mennyi utat tesznek meg a talalkozasig? (40 cm)
o Mik lennének a valaszok, ha eredetileg n darab csiga indul el egy szabalyos n-szdg cstcsaibol? (
kozépen; 7,5 s/(1-cos(360/n)) ; 60 cm/(1-cos(360/n)) )
Készitstink szimulaciét Excellel, ami kirajzolja a csigak palyajat!

O

o AKiindulasi helyzet és a mozgas szabalyai olyanok, hogy a kezdé helyzetet a haromszég kézéppontja
koriul 120°-kal elforgatva ugyanaz a mozgas zajlik le. Ezért ha egy pontban talalkoznak, akkor annak 120°-
os elforgatottjaban is talalkoznak. De talalkozasi pont csak egy lehet, ezért ez a pont a forgataskor
helybenmarad.

o Hogyan latja az egyik csiga a téle jobbra allé6 mozgasat? Mekkora a relativ sebességiiknek az oket
0sszekoto egyenes iranyaba es6 komponense?

o Szabalyos n-szdg esetén is segit az eredeti gondolatmenet.

o Nagyon rovid idétartamok egymasutanjara szamittassuk ki az 01j helykoordinatakat, majd az uly helyzett
haromszogre ismételjik ugyanezt.

.37) **Négy csiga egy elegendden nagy siklapon mar nagyon rég ta, egyenes mentén maszik, ki-ki a sajat
tempojaban, de egyenletesen haladva. Palyaik egymast paronként metszik, de semelyik harom palyanak nincs
kodzos pontja. A kozottiik lehetséges 6 taldlkozas kdzil 5 mar megtortént. Vajon a 6. talalkozas is le fog zajlani?

(igen)

Otlet1:

Tegylk fel, hogy mar csak C és D nem talalkozott.

A sikhoz rogzitett K rendszerben a palyak metszo egyenesek. (Ez azonban nem jelent automatikus talalkozast,
hiszen annak tovabbi feltétele, hogy a kézds pontban ugyanakkor legyenek.)
A K helyett hasznaljuk az A csigara rogzitett K’ koordinata rendszert. Ebben A palyaja az origd (egyetlen pont), a
masik harom pélya K -b6l nézve origon athalado egyenes (hiszen B, C, D mar talalkoztak mar a folyton ott ,,iil6”
A-val.)



Mivel mar B is talalkozott C-vel, mégpedig nem akkor amikor A is ott volt, ezért B és C palyajanak (K’-bél
nézve) van kozos, origotol kiilonbozé pontja. Igy B és C palyaja egybeesik (van két k6zos pontjuk).
Hasonldan (B és D is talalkoztak mar, igy) D palyaja is azonos B palyajaval.

Tehat C és D palyéja K -b6l nézve ugyanaz az egyenes (mindketté B palyaja is egyben).
Mivel azonban a C és D csiga K és K™-beli sebessegeinek killonbseége ve () = veqe) + Vi (k1) Miatt konstans, és
a K-beli sebességeik kiilonbdznek, ezért C és D csiga a K ’-beli sebességvektorai is kiildnbdznek.

Tehat a C és D csiga K -bdl nézve ugyanazon a palyan, de eltéré sebességgel haladnak, ezért valamikor
talalkozni fognak eg K -orig6jatol kiilonb6z6 pontban (amikor A csiga nincs ott). E talalkozaskor nyilvan K-beli
palyaik metszéspontjaban tartézkodnak.

Otlet2:

Kihasznalva, hogy a csigak csak kétdimenzids mozgast végeznek, de a 3 dimenzids térben kdnnyen tudunk
tajékozodni, készitsink egy haromdimenzids koordinata-rendszert, melynek x ésy tengelye a csigak sikjan van,
harmadik (z) tengelye pedig erre mer6legesen all, és rajta az idét tiintessiik fel. Ebben a ,,sikid6” rendszerben egy
pont egy eseményt ad meg: a csiga helyét és az ott tartdzkodas idejét. Egy-egy csiga mozgasahoz tartozé pontok
egy ,,vonalat” jeldInek ki, mely vonal az x-y-z koordinata-rendszerben egy egyenes, hiszen a csiga sikon val6
mozgasa egyenes vonalu és egyenletes és a z tengelyen az id6t abrazoltuk.

(Elképzelhetd gy is, hogy rovid, de azonos id6kozonként pillanatfelvételeket készitiink a csigak sikbeli
mozgasardl, majd helyezziik el ezeket a készités sorrendjében a sikkal pArhuzamosan. Az egyes
pillanatfelvételeken ugyanannak a csiganak a helyét megjeldlve, adodik a fent emlitett egyenes ,,vonal”.)

A talalkozas ténye két csiga kozott azt jelenti, hogy ugyanabban az idében ugyanott voltak, azaz e
haromdimenzids koordinata-rendszerben (x,y,t) koordinataharmasaik megegyeznek, tehat a ,,vonal”aik metszik
egymast.

Egy csiga ,,vonal”at az x-y sikra merélegesen vetitve a csiga palyaja adodik.
Barmely két csiga x-y sikon 1év6 palyaja metszi egymast, amde ,,vonal”aik csak pontosan akkor metszéek, ha a
csigak valamikor talalkoznak(tak).

Az eredeti feladat feltételei szerint a négy csiga,,vonal” tigy helyezkedik el, hogy paronként legfeljebb 1 k6z6s
pontjuk van (ha talalkoznak), de harom ,,vonal”nak nincs k6z0s pontja (u.i. 3 palyanak nincs kdzos pontja).
S6t, parhuzamos csiga,, vonal ’ak nem lehetségesek, mert hozzajuk (merdleges vetités utan) parhuzamos
csigapalyak tartoznanak az x-y sikon.
Tovabba 5 ,,vonal” metszéspont biztosan van. Kérdés, hogy ekkor a 6. is létezik-e?

Csupan egy ,,vonal”-metszéspont Iétében nem lehetiink biztosak, legyez ez C és D csigaé.
Ekkor A, B és C mar megvaldsult kolesonos taldlkozasaik miatt csiga”vonal”aik egymast paronként metszik, igy
az x-y-z térben kdzos sikban vannak (a metszéspontok altal meghatarozott sikban).

Amde ezen sikon van a C és D csiga'vonal”aknak az a két pontja is, ami A és B csigaval valo talalkozasahoz
tartozik. Ezért a C és D csiga”vonal”ak teljes egészében A, B, C ,,vonal”ak sikjaban van. De C és D ,,vonala” nem
parhuzamos. Igy metszik egymast, azaz valamikor, valahol talalkozik C és D csiga.



